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Resumen

En este articulo, se presenta la construccion del modelo matematico del sistema del péndulo fisico
y se estudia su comportamiento oscilatorio. Se consideran cuatro variables en el sistema: posicion
angular, velocidad, gravedad y longitud de la cuerda que sostiene la masa del péndulo. La solucion
del modelo obtenido, descrito por una ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden y
considerado como modelo real del sistema, es hallada utilizando el método numérico Runge-Kutta
de orden 5. De igual manera, se presenta un modelo aproximado del sistema, descrito por una
ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden, obtenido mediante linealizacion por series
de Maclaurin y resuelto algebraicamente. Con los dos modelos matematicos, real y aproximado, se
Ileva a cabo un analisis oscilatorio del sistema del péndulo fisico para conocer su comportamiento
y grado de similitud. Los resultados numéricos se muestran mediante graficas que ilustran la
similitud de los modelos para posiciones angulares muy pequefias y se observa, ademas, que el
periodo de oscilacion del péndulo no depende de la masa, sino de otras variables que intervienen
en el sistema, como la gravedad y la longitud de la cuerda.

Palabras clave: Péndulo fisico; péndulo simple; movimiento oscilatorio; isocronismo; modelos

matematicos.

Abstract

In this article, the construction of the mathematical model of the physical pendulum system is
presented and its oscillatory behavior is studied. Four variables are considered in the system:
angular position, velocity, gravity, and length of the string that supports the mass of the pendulum.
The solution of the obtained model, described by a second order nonlinear ordinary differential
equation and considered as a real model of the system, is found using the Runge-Kutta numerical
method of order 5. Similarly, an approximate model of the system is presented, described by a
second-order linear ordinary differential equation, obtained by Maclaurin series linearization and
solved algebraically. With the two mathematical models, real and approximate, an oscillatory
analysis of the physical pendulum system is carried out to know its behavior and degree of
similarity. The numerical results are shown by means of graphs that illustrate the similarity of the
models for very small angular positions and it is also observed that the oscillation period of the
pendulum does not depend on the mass, but on other variables that intervene in the system, such
as the gravity and the length of the rope.
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Resumo

Neste artigo, apresenta-se a construcdo do modelo matematico do sistema pendular fisico e estuda-
se seu comportamento oscilatorio. Quatro variaveis sdo consideradas no sistema: posicao angular,
velocidade, gravidade e comprimento do fio que sustenta a massa do péndulo. A solugdo do modelo
obtido, descrito por uma equacao diferencial ordinaria ndo linear de segunda ordem e considerado
como um modelo real do sistema, é encontrada pelo método numérico de Runge-Kutta de ordem
5. Da mesma forma, um modelo aproximado do sistema é apresentado, descrita por uma equacgéo
diferencial ordinaria linear de segunda ordem, obtida por lineariza¢cdo em serie de Maclaurin e
resolvida algebricamente. Com os dois modelos matematicos, real e aproximado, € realizada uma
analise oscilatéria do sistema pendular fisico para conhecer seu comportamento e grau de
similaridade. Os resultados numéricos sdo apresentados por meio de graficos que ilustram a
semelhanca dos modelos para posi¢Ges angulares muito pequenas e observa-se também que o
periodo de oscilacdo do péndulo ndo depende da massa, mas de outras variaveis que intervém no
sistema, como a gravidade e o comprimento da corda.

Palavras-chave: Péndulo fisico; péndulo simples; movimento oscilatorio; isocronismo; modelos

matematicos.

Introduccion

Galileo Galilei, un eminente hombre durante la época del Renacimiento y uno de los cientificos
mas importantes de todos los tiempos, basoé su vida en el conocimiento y la sabiduria. Su curiosidad
y deseo por aprender lo llevaron a realizar incontables experimentos hasta consolidar sus
capacidades cientificas [11,12]. Nacio en la ciudad de Pisa, Italia, en donde su padre, Vicente
Galilei, lo incursiond en las areas de conocimiento cientifico que él dominaba [8]. A su corta edad,
Galileo disfrutaba el construir juguetes ingeniosos en funcion del movimiento, lo que marcaria el
inicio de su descubrimiento méas importante [10]. Realiz6 sus estudios en el area de medicina

durante tres afios por peticion de su padre; sin embargo, las matematicas y la fisica siguieron
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atrayéndole, decidiendo asi abandonar sus estudios y comenzar su camino como el gran genio
matematico [3].

Como era costumbre, Galileo Galilei observaba todas las mafianas la Catedral de Pisa. Cierto dia,
se dirigia a la ubicacidn de este templo y mientras un sacristan encendia una lampara que colgaba
de una cadena en la cipula de la iglesia, observo que la lampara al ser empujada por el sacristan
adquiria un movimiento oscilatorio y que sin importar cual fuese la amplitud de la oscilacién,
siempre conservaba el mismo desplazamiento. Frente a esto, decidid medir el tiempo de las
oscilaciones, tomando como medida las pulsaciones de su mufieca, fue asi que comprobdé que cada
oscilacion duraba el mismo nimero de pulsaciones [7]. Volvié a reproducir este experimento en
innumerables ocasiones, formulando de esta manera que el periodo de oscilacion de un péndulo es
independiente de su amplitud, dando lugar al “isocronismo”, una palabra que representa este gran
hallazgo [16].

Galileo se sirvio del péndulo para estudiar la caida libre de los cuerpos y, de sus componentes,
pudo entender la dependencia de la gravedad para su movimiento. Esto constituyo, a su vez, las
bases de lo que ahora se conoce como movimiento uniforme, mismo que describe que los espacios
recorridos por un movil en cualquier intervalo de tiempo, seran iguales entre si [6]. Posteriormente,
importantes cientificos tal como Isaac Newton, utiliz6 este principio para medir la constante de
gravitacion, encontrar la relacion entre peso y masa, estudiar las colisiones entre objetos, la
velocidad del sonido, entre otros. Ademas, el estudio del péndulo contribuy6 sustancialmente al
desarrollo del reloj, el mismo que tuvo gran relevancia en la navegacion maritima, mejorando el
comercio y el desarrollo tecnoldgico [15,13].
El péndulo consiste en una masa suspendida mediante una cuerda, varilla u otro dispositivo capaz
de mantener un sistema fijo, desde un punto estable o un eje horizontal. En general, este sistema
fisico se encuentra bajo la influencia de la gravedad, lo que genera un movimiento de la masa
dentro del plano vertical, desde un lado hacia el lado contrario, conocido como oscilacion, que se
produce en determinados intervalos de tiempo. Ademas, el péndulo tiene propiedades dindmicas
muy interesantes y puede considerarse un proceso conservativo cuando la friccion es despreciable
[2, 4].

El modelo matematico que rige el comportamiento del péndulo fisico esta comprendido por una

ecuacion diferencial no lineal de grado dos, la cual describe la posicién de la masa colgante en
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cualquier punto del sistema, a su vez, se puede aproximar a un oscilador lineal cuando su amplitud
es pequeria [14].

En este articulo se representa grafica y analiticamente el comportamiento matematico del péndulo
fisico, usando como recurso principal a las ecuaciones diferenciales que rigen su movimiento y los
parametros intervinientes en ellas. Se logra comparar experimentalmente el funcionamiento de los
modelos matematicos propuestos (aproximado y real) que determinan el comportamiento del
péndulo fisico, a través, de la utilizacion de software matematico (MatLab2020b) llegando a la
conclusién maés relevante que el periodo de oscilacion de un péndulo es independiente de su
amplitud y comprobando asi el “isocronismo” planteado por Galileo Galilei [16].

El resto del articulo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion 2 se presenta la
construccion y linealizacion del modelo matematico del sistema del péndulo fisico; en la seccion 3
se presenta los resultados numéricos que describen el comportamiento de los modelos matematicos
propuestos para el sistema (real y aproximado), centrandose en sus principales semejanzas y
diferencias al modificar las variables que intervienen; y, finalmente, en la seccion 4 se presenta las

principales conclusiones de este trabajo.

Modelamiento matematico del péndulo fisico

En esta seccidn, se muestra la construccion del modelo matematico del sistema del péndulo fisico.
En la Figura 1, se observa la representacion grafica del sistema, mostrandose en la Figura 1a las
variables que intervienen y en la Figura 1b el diagrama de cuerpo libre. Con este analisis grafico,

se formula el modelo matemaético del sistema.

Py =Psin@

Py = Pcosl

a) Péndulo fisico b) Diagrama de cuerpo libre

Figura 1. Representacion grafica del sistema del péndulo fisico.
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El péndulo fisico se lo define como una particula de masa m suspendida de un punto O con una
cuerda de longitud L y masa despreciable (Figura 1a). La naturaleza de las oscilaciones descrita
por el sistema se rige de una ecuacion que describe el movimiento de la particula [1].

Negando la resistencia del aire con respecto al movimiento del sistema, considerando asi, un
sistema conservativo [2], y siguiendo la Segunda Ley de Newton para sistemas rotacionales, se
obtiene que el producto de la masa con respecto a la aceleracidn tangencial es igual a la componente

tangencial de la gravedad, como se presenta en la ecuacion (1)
ma; = —mg siné, (1)

la fuerza tangencial (mg sin 8) tiene signo negativo, debido a que siempre va en sentido contrario
al desplazamiento; al tratarse de un movimiento circular se puede definir a la aceleracion tangencial
(a;) también como
d?6
()

a=Lom

Donde d?6/dt? es la aceleracion angular y L, la longitud de la cuerda de la cual esta sujeto el
objeto de masa m. Si se reemplaza la ecuacion (2) en (1), se obtiene (3), la cual ayuda que se le

pueda dar una mejor descripcion a la ecuacion que rige el movimiento del sistema

d?e ,
m<L W) = —mg sin6. 3)
Reduciendo la ecuacién (3), anulando la masa en ambos lados e igualando a cero por la ley de la
Conservacion de la Energia, se obtiene (4), ecuacién que describe la posicion del objeto en

cualquier punto del sistema del péndulo fisico

d?e g

1 Z6ng = 4

dt2+Lsm0—0. (4)
Acorde se observa en (4), la ecuacion diferencial de orden 2 es no lineal, debido a la presencia de

la funcion sin 8. Para intentar comprender como se comportan las soluciones de ecuaciones
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diferenciales no lineales de orden superior (mayor que 1), se trata de simplificar el problema
aplicando una sustitucion de términos no lineales por aproximaciones [18]; por ejemplo, utilizando

aproximaciones por series de Maclaurin para sin 8, la cual viene dada por

6% 65 @7
ind =0 —— 4+ — —— 4+ ... S
sinf =6 3!+5! 7!+ ()
Entonces, usando la aproximacion
93
sin(f) = 0 — 3 (6)

Y reemplazando (6) en (4), se obtiene (7)

2
et (Do- (D)o =0 ™

Se ha demostrado que para angulos muy pequefios y por la simplificacién conveniente de las leyes
trigonométricas donde la precision es aceptable cuando el angulo tiende a cero, se afirma que
sinf ~ 6, donde 6 es un angulo expresado en radianes. Asi, el modelo matematico del sistema

aproximado se encuentra descrito por (8), conforme se indica

d’0 g o (8)

Tomando como referencia la ecuacion (8), se define que en ese intervalo el péndulo fisico es un

movimiento armonico, asi se puede hallar su periodo (T), frecuencia (f) y frecuencia angular (w),

Wz\/% (9)

obteniendo que
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2 L
T=""_0on |2 (10)

w 9
_1 g (11)

f T—Zn T

La ecuacién (10) corresponde al periodo cuando la posicion angular expresa da en radianes es
pequefia, por lo que, se puede definir una férmula de amplitud sin desarrollar explicitamente 6(t),
la cual, no serd independiente de la amplitud oscilatoria inicial. Por lo tanto, se generaliza el periodo

en el que se pueda utilizar cualquier angulo

r=a|| o df (12)
29 )y \/(cosﬁ — cos6,,)

En (8) se presenta la ecuacion lineal basica. En la que para resolverla existen tres casos: A = 0,

A< 0yA>0;donde A representaa g/L.

Caso 1: cuando A = 0 la solucién de y” = 0 es
Yy = C1X + Cy,

Este caso no corresponde, porque la Unica forma de que A = 0 es que la gravedad g sea cero, y
esto no es posible debido a que el valor de la gravedad en la superficie terrestre es de 9,81m/s?
[17].

Caso 2: Cuando A < 0 es conveniente realizar la sustitucion 2 = —a? en la que a denota un
ndmero positivo. Entonces las raices de la ecuacion auxiliar m? —a? =0,sonm; =a y m, =

—a. Como el intervalo en el que se trabaja es infinito, la solucion general de y” — a?y = 0 [18] es

y = cycoshax + cysinhax
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Este caso es incompatible con el modelo, debido a que el movimiento del péndulo fisico esta a

favor de la fuerza de gravedad, por lo tanto, se obtiene siempre un signo positivo.

Caso 3: Cuando A > 0 es conveniente realizar la sustitucion A = a? en la que a denota un nimero
positivo. La ecuacion auxiliar resultante es m? + a? = 0, misma que posee raices complejas m; =

i ym; = —ia. La solucién general de y” + a?y = 0 [18] es
Yy = €1€0S ax + c,Sin ax.

Al analizar la ecuacién (8), g/L se ajusta al caso 3, ya que tanto g como L son positivos, su division
dard un nuamero positivo, que lo denotaremos como A; por ende A > 0. Dando como solucion

general del modelo
y = c1coswt + c,sinwt,

En la que esta linealizacion muestra para condiciones iniciales que correspondan a oscilaciones

pequerias, el movimiento del péndulo descrito por (4) es periodico [18].

Resultados numericos

En esta seccion, se realizan las pruebas de validacion del modelo matematico aproximado
estudiado, tomando en cuenta las variables que intervienen en el sistema (longitud y gravedad) y
las condiciones iniciales (posicion angular y velocidad). Se plantean dos experimentos,
considerando la aceleracion de la gravedad constante e igual a 9.8 m/s? y que el péndulo parte del
reposo v, = 0 m/s: 1) longitud de la cuerda L constante y posicion angular inicial 8 variable; y,
2) longitud L variable y posicion angular inicial 6 constante. Para el primer experimento, se fija la
longitud de la cuerda en L = 10 m y el péndulo parte con diferentes posiciones angulares de 6 =
0.01,0.1, 0.5, /2 rad. Para el segundo experimento, se fija la posicion angularen 8 = 0.1 rad y
se varia la longitud de la cuerda, tomando valores de L = 0.1, 1, 10, 100 m. En ningln caso se
varia la posicién angular inicial y la longitud de la cuerda al mismo tiempo.

Los experimentos se realizan sobre los dos modelos matematicos propuestos para el sistema:
aproximado y real. Los resultados de las pruebas nos permiten concluir, en forma comparativa, la

exactitud o inexactitud del modelo aproximado con respecto al modelo real. EI modelo aproximado
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se ha planteado considerando la linealizacion de la funcion seno que aparece en el modelo real del
sistema [9].

Las pruebas se llevan a cabo en el paquete MatLab 2020b, utilizando la solucion exacta del modelo
aproximado (ecuacion diferencial lineal de segundo orden) y la solucién aproximada del modelo
real del sistema (ecuacion diferencial no lineal de segundo orden). Para resolver el modelo real del

sistema se utiliza el método numérico Runge-Kutta de orden 5 [5].

10 «10° Posicién Angular vs. Tiempo L = 1?\m y 0 = 0.01 rad A 01 Posicién Angular vs. Tiempo L = 1/(:%m y # = 0.1 rad
Modelo aproximado L Madelo aproximado
- - - - Modelo real 0.08 - - - - Modelo real
0.06
0.04 -
__0.02f
E=) k=]
£ £
= e
= = 002}
-0.04 -
-0.06
-0.08
B I _0_1 1 L 1
0 5 10 15 20 5 10 15 20
t [seg] t [seg]
(a) (b)
0.5 Posicién Angular vs. Tiempo L = :Iil{m y & = 0.5 rad ~ Posicién Angular vs. Tiempo L = :I./O\m y @ =mn/2rad
' e A 1.5 A~
\ Modelo aproximado ' \ ) - Modelo aproximado
0.4 . - - - - Modelo real % ' v - - - - Modelo real
. v T
0.3F \ ‘ i b i \ '
: 9 ! \ i '
b |' [ '
0.2 " ) | : '
h ! 0.5 ' i H
0.4+t \ / | !
= \ ' = ' 1 1
o ! ! © \ ! )
= or ln A = 0 \‘ [, t
= ey 1]
g ! ; =3 ! v
-0.1F | ' . ! .
i
I\ i 0.5 |. : ‘\
0.2F \ 3 ' ! |
" i
: ! \ 4 '
-0.3F ; d 4l ) ; ' ;
\ ! v ,!
0.4 \ ! | " 1 “l
\\ 15k VAN “ ‘ .
,05 L I} o L L z J
o] 5 10 20 o] 5 10 20
t [seg] t [seg]
(c) (d)

Figura 2. Modelos aproximados y real del sistema con L constante y 8 variable.

En el primer experimento, conforme se observa en la Figura 2a 'y 2b, para L = 10 my 6 = 0.01,

0.1 rad, el comportamiento de los dos modelos, aproximado y real, son similares; sin embargo, al

Pol. Con. (Edicién nim. 67) Vol. 7, No 2, febrero 2022, pp. 743-755, ISSN: 2550 - 682X




Modelamiento matematico y analisis oscilatorio del péndulo fisico

= e =

utilizar &ngulos mayoresa 8 = 0.1 rad, por ejemplo 8 =0.5y /2 rad, se visualiza en las Figuras

2c y 2d un desfase entre los modelos antes mencionados. En este Gltimo caso, el desfasamiento es

directamente proporcional a la posicién angular inicial.

Posicién Angular vs. Tiempo L = 10 cmy # = 0.1 rad Posicién Angular vs. Tiempo L=1my ¢ = 0.1 rad
0lr 0.1 Iy 0 Y Iy
Modelo aproximado Modelo aproximado
o.08 1 - - - - Modelo real - - - - Modelo real
0.06
0.04
__ 0.02 —_
= o
® ©
= 0 =
= =
= T
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08
. f L
¢) 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [seg] t [seg]
(a) (b)
Posicién Angular vs. Tiempo L =10 my 6 = 0.1 rad Posicién Angular vs. Tiempo L =100 my # = 0.1 rad
0.1 Fay A 0.1
Modelo aproximado Modelo aproximado
- - - - Modelo real 0.08 - - - - - Modelo real
0.06 -
0.04 -
_ _ 0.02f
=] =l
o o
= — 0
= =
T T
- -0.02
-0.04 |
-0.06 -
-0.08 [
L L ) L
5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [seg] t [seg]
(c) (d)

Figura 3. Modelos aproximado y real del sistema con 8 = 0.1 rad y L variable.

En el segundo experimento, acorde se visualiza en la Figura 3, para 8 =0.1rad y L = 0.1, 1, 10,
100 m, a medida que la longitud de la cuerda del péndulo varia, los modelos matematicos del
sistema, aproximado y real, son similares; es decir, no se visualizan desfasamientos como en las

Figuras 2c y 2d del primer experimento. Por otro lado, a medida que aumenta la longitud de la
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cuerda L, la frecuencia disminuye y el periodo crece (ver Figura 3). En este sentido, para la longitud
L = 0.1 m (Figura 3a), se observa el mayor nimero de oscilaciones; y, para la longitud L = 100 m
(Figura 3d), el menor nimero de oscilaciones.

Por altimo, se deduce que cuando se toman valores para la posicién angular muy pequefios (0 <
0 < 0.1 rad), las graficas en los modelos matematicos del sistema, aproximado y real, son
similares, validando de esta forma el modelo aproximado propuesto. Por otro lado, cuando se
trabaja con valores de la posicion angular mayores que 0.1 rad, se observa un desfasamiento
progresivo entre las oscilaciones de los dos modelos. En este mismo sentido, al realizar los
experimentos para valores de 8 > 1 rad, el modelo real presenta un comportamiento totalmente
distinto al del modelo aproximado, esto es de esperarlo, debido a que la funcidn siné esta acotada

entre -1y 1.

Conclusiones

El anélisis de los resultados del modelo aproximado propuesto en este articulo, ha permitido
identificar que el periodo no depende de la masa del péndulo, sino de otros factores que intervienen
en este sistema como la gravedad y la longitud de la cuerda.

El periodo no se mantiene constante, sino que este varia conforme la longitud cambia, es decir, a
menor longitud, menor periodo y mayor frecuencia de oscilacion; por el contrario, a mayor longitud
de la cuerda, mayor es el periodo y menor la frecuencia. Esto Gltimo sucede porque al aumentar la
longitud de la cuerda, las oscilaciones disminuyen debido a que la masa del péndulo tarda mas
tiempo en pasar de un punto a otro.

La longitud del péndulo no influye en el comportamiento dindmico similar que mantienen los dos
modelos: real y aproximado. Unicamente existe diferencia en el comportamiento de estos modelos
cuando se varia el valor de la posicion angular inicial. Si la posicion angular inicial toma valores
entre 0 y 0.1 rad, el modelo aproximado se comporta como el modelo real; sin embargo, cuando
la posicion angular inicial toma valores entre 0.1 y 1 rad, se presenta un desfasamiento en las
oscilaciones del modelo aproximado, respecto del modelo real. Finalmente, si se consideran valores
de la posicion angular inicial mayores que 1 rad, el modelo aproximado falla en su totalidad,
debido a que la funcién siné no puede tomar valores por debajo de —1 ni por encima de 1, ya que

esta acotada.
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Modelamiento matematico y analisis oscilatorio del péndulo fisico

En los experimentos llevados a cabo en este articulo, la posicién angular inicial puede tomar
Unicamente valores entre 0 y /2 rad debido a que el sistema considera una cuerda de longitud L
para sujetar la masa m del péndulo que parte del reposo con caida libre, siendo obvio descartar
valores de la posicion angular mayores a /2 rad, debido a que en estos casos, el sistema no se
comporta como un péndulo fisico. Razdn por la cual, se sabe que la cuerda Gnicamente seré estable,
cuando no se supere un angulo de /2 rad con respecto al péndulo fisico en su estado inicial de
reposo; ademads, de no considerar valores negativos para la posicion angular al realizar los
experimentos. Es asi que se considera Unicamente valores entre 0 hasta 1 rad, y que de esta manera
se cumpla que 6 sea aproximadamente sen(6), mostrando que si el desfase es minimo o nulo, el

modelo aproximado presentado en este articulo es aceptable y por consiguiente, valido.
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